Curs 1 - Definitia spatiilor vectoriale (liniare). Exemple.
Reguli de calcul intr-un spatiu vectorial.

Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

Acest material este o adaptare si completare a notelor de curs ale domnului Conf. Dr. Lucian
Maticiuc.

1 Spatii vectoriale

In liceu ati studiat, dintre structurile algebrice, pe acelea de grup, inel, corp. Reamintim pe scurt
definitiile acestora.

Definitia 1 Fie G o multime nevidd, pe care se di o lege de compozitie internd, x : G x G — G, ce
asociazd oriciror elemente x,y din G elementul unic x x y din G. Spunem cii perechea (G, x) este un grup
daci * verificd urmidtoarele axiome:

1) x este asociativd: (x xy) xz = x % (y *x 2), Vo,y,2 € G;

2) * admite element neutru: 3e € Gai.xxe=exx =z, Vr € G;

3) Orice element x din G admite un simetric: Vo € G, 32’ € Gai. xxx' =2’ xx =e.

Dacii in plus legea de compozitie * este comutativd, adicd x xy = y * x, Yo,y € G, spunem ci (G, )
este un grup comutativ (abelian).

Facem observatia cd elementul neutru al unui grup este unic. De asemenea, dacd legea de
compozitie este una aditivd, +, elementul neutru se noteaza cu 0, simetricul lui = se noteazd —z
si se numeste opusul lui x. Dacd legea de compozitie este una multiplicativd, -, elementul neutru
se noteazd cu 1, simetricul lui = se noteazd x~! si se numeste inversul lui .

De exemplu, urmatoarele multimi au structurd de grup in raport cu legea de compozitie spec-
ificatd.

(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q*,-), (R*,-), (C*, -) grupurile numerice, toate comutative;

(Mum.n(G),+), grupul comuntativ aditiv al matricelor cu coeficienti intr-un grup comutativ
(G,4+), (Gl.(R),), (Gi,(C), ), grupul liniar general real, respectiv complex, de ordinul n, unde

Gl,(R) = {Ae M, (R) | det A # 0}, GI,,(C) = {A € M,,(C) | det A # 0}, ambele necomuta-
tive.

(R[X],+), (C[X],+), grupurile comutative ale polinoamelor in nedeterminata X, cu coeficienti
reali, respectiv complecsi.

(RM,4), (CM,+),undeRM = {f : M = R | f — functie} ,RM ={f: M — C| f — functie},
cu M o submultime de numere reale, respectiv complexe.

Amintim cd suma a doud functii f, g : M — Reste functianotatd f+g: M =R, (f +g) (z) =
f(x)+ g(z), Yo € M. Ea este o lege de compozitie comutativa.

(Zy, +) grupul comutativ al claselor de resturi modulo n.

O structurd algebricd mai complexa este cea de inel unitar.
Definitia 2 Fie A o multime nevidd, pe care se dau doud legi de compozitie interne, + : A x A — A,

-t Ax A — A. Spunem ci tripletul (A, +, -) este un inel unitar dacd cele doud legi de compozitie verifici
urmdtoarele axiome:



1) (A, +) este grup comutativ;

2)7 -7 este asociativid: x - (y - z) = (- y) - 2, Va,y,z € A;

3)7 -7 admite element neutru: 31 € Aai x-1=1-2=z,Vx € A;

4)” .7 este distributivd fatd de” +7 : x- (y+ 2) =z-y+z-z, (v +y)-z=2-2+y -2, Vz,y,z € A.
Dacid” -7 este comutativi, spunem cd inelul este comutativ.

Exemple de inele

-(Z,+,),Q,+,-),(R,+,-),(C,+, ) (comutative);

- (M (A), +, ), inelul matricelor patratice, cu elemente in inelul comutativ A, cu adunarea si
inmultirea matricelor (necomutativ) ;

- (A[X], +, -), inelul polinoamelor cu coeficienti in inelul comutativ A, cu operatiile de adunare
si de inmultire a polinoamelor (comutativ);

- (RM,+,.), (CM,+,.), cu operatiile de adunare a functiilor si inmultire a functtiilor, (comu-
tative);

Amintim cd produsul a doud functii f, g : M — Reste functianotatd f-g: M - R, (f - g) (z) =
f(x)-g(x), Vz € M.

-(Z,,+, ) inelul claselor de resturi modulo n, cu adunarea si inmultirea acestora (comutativ).

Definitia 3 Fie K o multime nevidd, pe care se dau doud legi de compozitie interne, + : K x K — K,
-+ K x K — K. Spunem ci tripletul (K,+,-) este un corp daci cele doud legi de compozitie verifici
urmdtoarele axiome:

1) (K, +) este grup comutativ;

2) (K\{0}, -) este grup;

3)7 -7 este distributivd fatd de” + 7.

Dacid” -7 este comutativd, numim corpul comutativ sau cdmp.

Exemple de corpuri - (Q,+,-),(R,+,-),(C,+,"), (Zn,+,-) , cu n numdr prim, toate comuta-
tive.

Putem introduce acum definitia unui spatiu liniar.

Fie K un corp comutativ (cAmp) ale cdrui elemente le vom numi scalari si le vom nota cu
litere grecesti o, 8,7, 9, . . ., avand elementul nul notat cu 0 si elementul unitate (neutru) cu 1. Fie
V' o multime ale cédrei elemente le vom numi vectori si le vom nota cu @, b, 7, 7, U, U, ... (vectorii
se mai pot nota si cu a, b, Z, 9, 4, v, . . .).

Definitia 4 Vom spune ci V este un spatiu vectorial (spatiu liniar) peste cimpul K (sau K- spatiu

vectorial) dacd pe multimea V sunt definite doud legi de compozitie, una internd “+", numitid adunarea
vectorilor,
+: VXV =V VEGeV, Z4+5€V,

7

si una externd “-”, numitd inmultirea vectorilor cu scalari,
KXV sV VaeK, VEeV,a- 2V

astfel tncat:
1. Adunarea vectorilor este asociativd

F+(@+2) =@+ +Z eV, V9,7 €V,
2. Adunarea vectorilor este comutativi
TH+y=y+& V&, eV,
3. Existi un vector notat 0 € V, numit vector nul, astfel incit

Z4+40=0+7=2 VEeV,



4. Pentru orice ¥ € V existd vectorul — € V, numit opusul lui I, astfel incit

—

T+ (—1) = (—&)+ & =0,

5.
a-(f-%)=(af)-Z, Vo, € K, VZ €V,
6.
(a+pB) - F=a-T+p % Yo, € K, VT €V,
7.
a (F+y)=a-F+a §,Vae K, VI, 7€V,
8.

1.2=2, V¥ eV,

unde 1 este elementul neutru pentru operatia de inmultire in corpul K.

Remarca 5 Din definitia de mai sus se observii ci V' are structurd de grup comutativ in raport cu operatia
“+"” de adunare a vectorilor.

Remarca 6 [n cele ce urmeazi corpul K va desemna cdmpul numerelor reale R sau cdmpul numerelor
complexe C (inzestrate cu operatiile uzuale de adunare si inmultire a numerelor).

Propozitia 7 In orice spatiu liniar au loc urmdtoarele reguli de calcul.
1. 0-7=0,VieV
2
3. (—a)-F=a (-¥)=—(a-%),Vae K, VZeV
4. (—a) () =a - ¥ Yae K,VZeV
Demonstra. Folosind axiomele din definitia spatiului vectorial deducem
Z40-Z=1-Z+0-Z2=(14+0)-Z=1-Z=17.
Pe de altd parte & + 0 = 7 deci, din unicitatea elementului neutru, obtinem
0-7=0.

De asemenea

—

a-0+a-f=a - 0+@)=a-,
deci, din unicitatea elementului neutru, obtinem
a-0=0.
Demonstram a treia afirmatie:
0=0-Z=(a+(-a) - F=a-Z+(-a)- < (-a)-&=—a- 7.
|

Exemplul 8 Orice corp comutativ K, impreund cu adunarea si inmultirea din K, formeazi un spatiu
vectorial peste K. Observim ci privim tnmultirea pe K ca o lege de compozitie externd, K jucind atdt
rolul unui corp comutativ cdt si al lui' V din definitia unui spatiu liniar.

Deci (R, +,-) (C, +, -) sunt spatii vectoriale peste R, respectiv C.

Urmadtorul exemplu este o generalizare a celui anterior.



Exemplul 9 Spatiul vectorial aritmetic K™.
Fie K un cimp oarecare si n € N*. Sd considerdm spatiul K™ dat de produsul cartezian

K'=KxKx---xK={{Z=(z1,...,2,) | #1,...,2, € K}

nort

Definim operatiile

f+g:(xlv"'vgjn)+(yl7"'ayn):(xl +y17"'7'rn+yn)7 Vf)?jEKn

a-Z=a(r,..., ) = (ax1,...,a2,), Va € K, VI € K"
Observiim cil elementul neutru la + este 0 = (0.0. - - -, 0), iar opusul lui Z este
—Z = (—.131, ceey —xn) .

Verificati cd, in raport cu aceste doud operatii, K™ este spatiu vectorial peste cAmpul K.

Exemplul 10 Spatiul vectorial M,, ,, (K) al matricelor cu elemente din K cu m linii si n coloane.
Vom nota cu a;; elementul matricei A € My, ,, (K) situat pe linia i si coloana j. Deci A se scrie sub
forma

ail a2 . QA1n
a1 a9 [P aon
A =
Gm1  Gm2 -+  Gmn
sau prescurtat A = (aij); 1 =T
Definim operatiile
A+ B = (i) =1, j=t + i)itm, j=t = (@5 + bij)ietm, j=1m> VA, B € M (K)

Verificati cd, in raport cu aceste doud operatii, M., ,, (K) este spatiu vectorial peste cAmpul K.
Pentru m = n obtinem M,, (K), numit spatiul vectorial al matricelor pdtratice de ordin n.

Exemplul 11 Multimile K [X|, K, [X] a polinoamelor cu coeficienti intr-un corp comutativ K,
respectiv a polinoamelor de grad cel mult n (unde n € N* este arbitrar fixat), au structuri de spatii
vectoriale peste K, in raport cu operatiile de adunare a polinoamelor si de inmultire a acestora cu scalari
din K. In particular, C,,[X], C[X] sunt C- spatii liniare si R[X], R,,[X] sunt R- spatii liniare.

Exemplul 12 Fie M o multime oarecare si K un corp comutativ. Fie KM = {f : M — K | f — functie}.
Amintim ci dacit f,g € KM, spunem cii f = g daci f(x) = g(z), Vo € M.
Definim adunarea functiilor prin f +g: M — K, (f + g) (z) = f(z) + g(z), Vo € M si inmultirea
scalarilor din K cu functiiprina - f : M — K, (a- f) (z) = o - f(z), Vo € M.

A

Atunci K™, inzestratii cu aceste doud legi de compoziti, este un K- spatiu liniar.

“ o,

Remarca 13 In continuare vom renunta, pentru simplitatea scrierii, la notatia “-”; astfel o - & se va scrie,
mai simplu, o (dacd nu existid posibilitate de confuzie).

1.1 Exercitii

1. Fie G un grup aditiv comutativ si K un cdmp. Are G structurd de spatiu vectorial fatd de
inmultirea cu scalari definita prin ax = z, Va € K, Vo € G ? Dar daca este definita prin
ar =0,Vae K,Vx € G?



2. Se noteaza cu RP multimea functiilor reale definite pe D C R. Pentru orice f,g € RP se
definesc operatiile
f®g=fg si aOf=f* VaeR.

Este RP un spatiu vectorial?

3. 54 se arate cd multimea V = {z € R | z > 0}, impreund cu operatiile definite de
rdy=ay si aGr=z% VaeR, Vx,yeV,
este un spatiu vectorial peste R.
Rezolvare:

Se observa imediat cad operatiile sunt cu valori in V, adicad pentru orice z,y € Vsia € R
avemciz @y € Vsicda®x € V. De asemenea este usor de verificat ca (V, ®) este un
grup comutativ (e subgrup al lui (R*, -)).

Sa verificdm si celelalte proprietati
a0 (Bow) =00 (@) = (2°)" =2 = (ap) O,
(a+B)or=2P =20 =a0Z® O T,
a®@oy) =a0(zy) = (2y)" =2°Y* =a 0T a0,
1oz =z =z,

pentru orice o, f € K siorice z,y € V.

4. (Complexificatul unui spatiu vectorial real) Fie V' un spatiu vectorial real. Pe V' x V definim

(717 72) + (71772) = (71 + 71,72 + 72) )
(Ot + Zﬂ) (71, 72) = (Otﬁl - 572,571 =+ 0472) .

Verificati cd V x V', impreund cu cele doud legi de compozitie anterioare, are structura de
spatiu vectorial complex.



