
Curs 1 - Definit, ia spat, iilor vectoriale (liniare). Exemple.
Reguli de calcul ı̂ntr-un spat, iu vectorial.

Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

Acest material este o adaptare s, i completare a notelor de curs ale domnului Conf. Dr. Lucian
Maticiuc.

1 Spaţii vectoriale

În liceu at, i studiat, dintre structurile algebrice, pe acelea de grup, inel, corp. Reamintim pe scurt
definit, iile acestora.

Definiţia 1 Fie G o mult, ime nevidă, pe care se dă o lege de compozit, ie internă, ∗ : G × G → G, ce
asociază oricăror elemente x, y din G elementul unic x ∗ y din G. Spunem că perechea (G, ∗) este un grup
dacă ∗ verifică următoarele axiome:

1) ∗ este asociativă: (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z), ∀x, y, z ∈ G ;
2) ∗ admite element neutru: ∃e ∈ G a.i. x ∗ e = e ∗ x = x, ∀x ∈ G;
3) Orice element x din G admite un simetric: ∀x ∈ G, ∃x′ ∈ G a.i. x ∗ x′ = x′ ∗ x = e.
Dacă ı̂n plus legea de compozit, ie ∗ este comutativă, adică x ∗ y = y ∗ x, ∀x, y ∈ G, spunem că (G, ∗)

este un grup comutativ (abelian).

Facem observat, ia că elementul neutru al unui grup este unic. De asemenea, dacă legea de
compozit, ie este una aditivă, +, elementul neutru se notează cu 0, simetricul lui x se notează −x
s, i se numes, te opusul lui x. Dacă legea de compozit, ie este una multiplicativă, ·, elementul neutru
se notează cu 1, simetricul lui x se notează x−1 s, i se numes, te inversul lui x.

De exemplu, următoarele mult, imi au structură de grup ı̂n raport cu legea de compozit, ie spec-
ificată.

(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q∗, ·), (R∗, ·), (C∗, ·) grupurile numerice, toate comutative;
(Mm,n(G),+), grupul comuntativ aditiv al matricelor cu coeficient, i ı̂ntr-un grup comutativ

(G,+), (Gln(R), ·), (Gln(C), ·), grupul liniar general real, respectiv complex, de ordinul n, unde
Gln(R) = {A ∈Mn(R) | detA 6= 0}, Gln(C) = {A ∈Mn(C) | detA 6= 0}, ambele necomuta-

tive.
(R[X],+), (C[X],+) , grupurile comutative ale polinoamelor ı̂n nedeterminataX , cu coeficient, i

reali, respectiv complecs, i.(
RM ,+

)
,
(
CM ,+

)
, unde RM = {f : M → R | f − funct,ie} , RM = {f : M → C | f − funct,ie},

cu M o submult, ime de numere reale, respectiv complexe.
Amintim că suma a două funct, ii f, g : M → R este funct, ia notată f + g : M → R, (f + g) (x) =

f(x) + g(x), ∀x ∈M . Ea este o lege de compozit, ie comutativă.
(Zn,+) grupul comutativ al claselor de resturi modulo n.

O structură algebrică mai complexă este cea de inel unitar.

Definiţia 2 Fie A o mult, ime nevidă, pe care se dau două legi de compozit, ie interne, + : A × A → A,
· : A×A→ A. Spunem că tripletul (A,+, ·) este un inel unitar dacă cele două legi de compozit, ie verifică
următoarele axiome:
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1) (A,+) este grup comutativ;
2) ” · ” este asociativă: x · (y · z) = (x · y) · z, ∀x, y, z ∈ A;
3) ” · ” admite element neutru: ∃1 ∈ A a.i. x · 1 = 1 · x = x, ∀x ∈ A;
4) ” ·” este distributivă fat, ă de ”+” : x · (y + z) = x ·y+x ·z , (x+ y) ·z = x ·z+y ·z, ∀x, y, z ∈ A.
Dacă ” · ” este comutativă, spunem că inelul este comutativ.

Exemple de inele
- (Z,+, ·) , (Q,+, ·) , (R,+, ·) , (C,+, ·) (comutative);
- (Mn(A),+, ·), inelul matricelor pătratice, cu elemente ı̂n inelul comutativ A, cu adunarea s, i

ı̂nmult, irea matricelor (necomutativ) ;
- (A[X],+, ·), inelul polinoamelor cu coeficient, i ı̂n inelul comutativA, cu operat, iile de adunare

s, i de ı̂nmult, ire a polinoamelor (comutativ);
-
(
RM ,+, ·

)
,
(
CM ,+, ·

)
, cu operat, iile de adunare a funct, iilor s, i ı̂nmult, ire a funct, tiilor, (comu-

tative);
Amintim că produsul a două funct, ii f, g : M → R este funct, ia notată f ·g : M → R, (f · g) (x) =

f(x) · g(x), ∀x ∈M .
- (Zn,+, ·) inelul claselor de resturi modulo n, cu adunarea s, i ı̂nmult, irea acestora (comutativ).

Definiţia 3 Fie K o mult, ime nevidă, pe care se dau două legi de compozit, ie interne, + : K ×K → K,
· : K × K → K. Spunem că tripletul (K,+, ·) este un corp dacă cele două legi de compozit, ie verifică
următoarele axiome:

1) (K,+) este grup comutativ;
2) (K\{0}, ·) este grup;
3) ” · ” este distributivă fat, ă de ” + ”.
Dacă ” · ” este comutativă, numim corpul comutativ sau câmp.

Exemple de corpuri - (Q,+, ·) , (R,+, ·) , (C,+, ·), (Zn,+, ·) , cu n număr prim, toate comuta-
tive.

Putem introduce acum definit, ia unui spat, iu liniar.
Fie K un corp comutativ (câmp) ale cărui elemente le vom numi scalari şi le vom nota cu

litere greceşti α, β, γ, δ, . . ., având elementul nul notat cu 0 şi elementul unitate (neutru) cu 1. Fie
V o mulţime ale cărei elemente le vom numi vectori şi le vom nota cu ~a,~b, ~x, ~y, ~u,~v, . . . (vectorii
se mai pot nota şi cu ā, b̄, x̄, ȳ, ū, v̄, . . .).

Definiţia 4 Vom spune că V este un spaţiu vectorial (spat, iu liniar) peste câmpul K (sau K- spat, iu
vectorial) dacă pe mulţimea V sunt definite două legi de compoziţie, una internă “+”, numită adunarea
vectorilor,

+ : V × V → V, ∀~x, ~y ∈ V, ~x+ ~y ∈ V,

şi una externă “·”, numită ı̂nmulţirea vectorilor cu scalari,

· : K × V → V, ∀α ∈ K, ∀~x ∈ V, α · ~x ∈ V

astfel ı̂ncât:
1. Adunarea vectorilor este asociativă

~x+ (~y + ~z) = (~x+ ~y) +−→z ∈ V, ∀~x, ~y,−→z ∈ V,

2. Adunarea vectorilor este comutativă

~x+ ~y = ~y + ~x, ∀~x, ~y ∈ V,

3. Există un vector notat ~0 ∈ V , numit vector nul, astfel ı̂ncât

~x+~0 = ~0 + ~x = ~x, ∀~x ∈ V,
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4. Pentru orice ~x ∈ V există vectorul −~x ∈ V , numit opusul lui ~x, astfel ı̂ncât

~x+ (−~x) = (−~x) + ~x = ~0,

5.
α · (β · ~x) = (αβ) · ~x, ∀α, β ∈ K, ∀~x ∈ V,

6.
(α+ β) · ~x = α · ~x+ β · ~x, ∀α, β ∈ K, ∀~x ∈ V,

7.
α · (~x+ ~y) = α · ~x+ α · ~y, ∀α ∈ K, ∀~x, ~y ∈ V,

8.
1 · ~x = ~x, ∀~x ∈ V,

unde 1 este elementul neutru pentru operaţia de ı̂nmulţire ı̂n corpul K.

Remarca 5 Din definiţia de mai sus se observă că V are structură de grup comutativ ı̂n raport cu operaţia
“+” de adunare a vectorilor.

Remarca 6 În cele ce urmează corpul K va desemna câmpul numerelor reale R sau câmpul numerelor
complexe C (ı̂nzestrate cu operaţiile uzuale de adunare şi ı̂nmulţire a numerelor).

Propoziţia 7 În orice spat, iu liniar au loc următoarele reguli de calcul.

1. 0 · ~x = ~0, ∀~x ∈ V

2. α ·~0 = ~0, ∀α ∈ K

3. (−α) · ~x = α · (−~x) = − (α · ~x) , ∀α ∈ K, ∀~x ∈ V

4. (−α) · (−~x) = α · ~x, ∀α ∈ K, ∀~x ∈ V

Demonstra. Folosind axiomele din definiţia spaţiului vectorial deducem

~x+ 0 · ~x = 1 · ~x+ 0 · ~x = (1 + 0) · ~x = 1 · ~x = ~x.

Pe de altă parte ~x+~0 = ~x deci, din unicitatea elementului neutru, obţinem

0 · ~x = ~0.

De asemenea
α ·~0 + α · ~x = α · (~0 + ~x) = α · ~x,

deci, din unicitatea elementului neutru, obţinem

α ·~0 = ~0.

Demonstrăm a treia afirmaţie:

~0 = 0 · ~x = (α+ (−α)) · ~x = α · ~x+ (−α) · ~x⇔ (−α) · ~x = −α · ~x.

Exemplul 8 Orice corp comutativ K, ı̂mpreună cu adunarea s, i ı̂nmult, irea din K, formează un spaţiu
vectorial peste K. Observăm că privim ı̂nmult, irea pe K ca o lege de compozit, ie externă, K jucând atât
rolul unui corp comutativ cât s, i al lui V din definit, ia unui spat, iu liniar.

Deci (R,+, ·) (C,+, ·) sunt spaţii vectoriale peste R, respectiv C.

Următorul exemplu este o generalizare a celui anterior.
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Exemplul 9 Spaţiul vectorial aritmetic Kn.
Fie K un câmp oarecare şi n ∈ N∗. Să considerăm spaţiul Kn dat de produsul cartezian

Kn := K ×K × · · · ×K︸ ︷︷ ︸
n ori

= {~x = (x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn ∈ K}

Definim operaţiile

~x+ ~y = (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn) , ∀~x, ~y ∈ Kn

α · ~x = α (x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn) , ∀α ∈ K, ∀~x ∈ Kn

Observăm că elementul neutru la + este ~0 = (0.0. · · · , 0), iar opusul lui ~x este

−~x = (−x1, . . . ,−xn) .

Verificat, i că, ı̂n raport cu aceste două operaţii, Kn este spaţiu vectorial peste câmpul K.

Exemplul 10 Spaţiul vectorialMm,n (K) al matricelor cu elemente din K cu m linii şi n coloane.
Vom nota cu aij elementul matricei A ∈ Mm,n (K) situat pe linia i şi coloana j. Deci A se scrie sub

forma

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn


sau prescurtat A = (aij)i=1,m, j=1,n .

Definim operaţiile

A+B = (aij)i=1,m, j=1,n + (bij)i=1,m, j=1,n = (aij + bij)i=1,m, j=1,n , ∀A,B ∈Mm,n (K)

α ·A = α · (aij)i=1,m, j=1,n = (αaij)i=1,m, j=1,n , ∀α ∈ K, ∀A ∈Mm,n (K)

Verificat, i că, ı̂n raport cu aceste două operaţii,Mm,n (K) este spaţiu vectorial peste câmpul K.
Pentru m = n obţinemMn (K), numit spaţiul vectorial al matricelor pătratice de ordin n.

Exemplul 11 Mulţimile K [X], Kn [X] a polinoamelor cu coeficienţi ı̂ntr-un corp comutativ K,
respectiv a polinoamelor de grad cel mult n (unde n ∈ N∗ este arbitrar fixat), au structuri de spat, ii
vectoriale peste K, ı̂n raport cu operaţiile de adunare a polinoamelor şi de ı̂nmulţire a acestora cu scalari
din K. În particular, Cn[X], C[X] sunt C- spat, ii liniare s, i R[X], Rn[X] sunt R- spat, ii liniare.

Exemplul 12 FieM o mult, ime oarecare s, iK un corp comutativ. FieKM = {f : M → K | f − funct, ie}.
Amintim că dacă f, g ∈ KM , spunem că f = g dacă f(x) = g(x), ∀x ∈M .
Definim adunarea funct, iilor prin f + g : M → K, (f + g) (x) = f(x) + g(x), ∀x ∈M s, i ı̂nmult, irea

scalarilor din K cu funct, ii prin α · f : M → K, (α · f) (x) = α · f(x), ∀x ∈M .
Atunci KM , ı̂nzestrată cu aceste două legi de compozit, i, este un K- spat, iu liniar.

Remarca 13 În continuare vom renunţa, pentru simplitatea scrierii, la notaţia “·”; astfel α · ~x se va scrie,
mai simplu, α~x (dacă nu există posibilitate de confuzie).

1.1 Exerciţii

1. Fie G un grup aditiv comutativ şi K un câmp. Are G structură de spaţiu vectorial faţă de
ı̂nmulţirea cu scalari definită prin αx = x, ∀α ∈ K, ∀x ∈ G ? Dar dacă este definită prin
αx = 0, ∀α ∈ K, ∀x ∈ G ?
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2. Se notează cu RD mulţimea funcţiilor reale definite pe D ⊂ R. Pentru orice f, g ∈ RD se
definesc operaţiile

f ⊕ g = fg şi α� f = fα, ∀α ∈ R.

Este RD un spaţiu vectorial?

3. Să se arate că mulţimea V = {x ∈ R | x > 0}, ı̂mpreună cu operaţiile definite de

x⊕ y = xy şi α� x = xα, ∀α ∈ R, ∀x, y ∈ V,

este un spaţiu vectorial peste R.

Rezolvare:

Se observă imediat că operaţiile sunt cu valori ı̂n V , adică pentru orice x, y ∈ V şi α ∈ R
avem că x ⊕ y ∈ V şi că α � x ∈ V . De asemenea este uşor de verificat că (V,⊕) este un
grup comutativ (e subgrup al lui (R∗, ·)).

Să verificăm şi celelalte proprietăţi

α� (β � x) = α�
(
xβ
)

=
(
xβ
)α

= xαβ = (αβ)� x,

(α+ β)� x = xα+β = xαxβ = α� ~x⊕ β � ~x,

α� (x⊕ y) = α� (xy) = (xy)
α

= xαyα = α� ~x⊕ α� ~y,

1� x = x1 = x,

pentru orice α, β ∈ K şi orice x, y ∈ V.

4. (Complexificatul unui spat, iu vectorial real) Fie V un spat, iu vectorial real. Pe V ×V definim

(−→u 1,
−→u 2) + (−→v 1,

−→v 2) = (−→u 1 +−→v 1,
−→u 2 +−→v 2) ,

(α+ iβ) (−→u 1,
−→u 2) = (α−→u 1 − β−→u 2, β

−→u 1 + α−→u 2) .

Verificat, i că V × V , ı̂mpreună cu cele două legi de compozit, ie anterioare, are structură de
spat, iu vectorial complex.
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